
Entre la Terminale

et la lasse d'ECS

Mathématiques

Lyée Louis le Grand

Introdution

Les journées � Portes Ouvertes � du lyée Louis-le-Grand permettent aux élèves de

Terminale andidats aux ECS et à leurs parents de dialoguer ave les professeurs des

lasses préparatoires. Une question fréquemment posée est "Comment un élève de Termi-

nale peut-il se préparer e�aement en mathématique pour la lasse préparatoire ECS ?"

Ce doument, destiné aux élèves de Terminale entrant en ECS au lyée Louis le Grand,

a été élaboré pour répondre à ette demande. Sa leture n'a bien évidemment auun

aratère obligatoire.

Organisation et ontenu de e texte

A�n d'aider eux des élèves qui le désirent à revoir les mathématiques étudiées

au lyée dans l'optique d'une lasse d' ECS, le but du texte est don :

- Rappeler quelques modes de raisonnement en les illustrant par des exemples signi�-

atifs.

- Préiser, surtout à travers des exemples, la façon dont un texte mathématique doit

être rédigé.

- Conforter la maîtrise du alul.

On introduit, de manière très limitée, plusieurs notions et résultats qui ne font pas

partie des programmes de Terminale. Il va de soi qu'ils seront intégralement repris

en première année d' ECS.

Le doument est organisé en hapitres, eux-mêmes divisés en paragraphes. Un para-

graphe ommene par des rappels et/ou des exemples et est suivi d'une liste d'exeries.

Ces exeries reçoivent pour la plupart un orrigé suint. Les résultats des exemples et

exeries signalés par le symbole (∗) sont lassiques en ECS ; ertains sont d'ailleurs des

résultats de ours.

Le texte est omplété, de manière non systématique, par des ommentaires historiques

permettant de mettre en perspetive les résultats présentés ; la leture de es ommentaires

n'est nullement indispensable à la ompréhension de la partie proprement mathématique.

D'autre part, dans un but d'e�aité pédagogique, les thèmes et exeries présentés ii
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ont été hoisis de manière à former un ensemble aussi ohérent que possible. Vous retrou-

verez ertains objets et ertaines méthodes à plusieurs reprises, ave souvent des renvois

expliites.

Les exeries sont variés. Certains sont des appliations diretes, parfois répétitives,

du programme de Terminale ou des ompléments de ours proposés dans le texte. Indis-

pensables pour aquérir des bases solides et des ré�exes e�aes, ils sont à travailler en

priorité. D'autres, plus ambitieux, font établir des résultats intéressants et/ou souvent

utiles. Les onsidérations esthétiques ou ulturelles ont eu leur part dans la séletion ef-

fetuée. En revanhe, les exeries � à astue �, dont la vertu formatrie est très faible,

ont été exlus.

Les symboles (F), (I) et (D) désignent respetivement des exeries � failes �, � de

niveau intermédiaire �, � di�iles �. Ces mentions sont d'une part subjetives, d'autre

part relatives : le niveau d'ensemble des exeries proposés est très élevé par rapport au

programme de Terminale.

Comment utiliser e doument

Il est reommandé de l'étudier en suivant l'ordre proposé.

Pour haque paragraphe, le travail se déouple en deux phases. La première est l'étude

des rappels, ompléments et exemples. Pour haque exemple, il est onseillé de refaire om-

plètement (et sans reopier le texte) raisonnements et aluls. Cette étape d'appropriation

du ontenu est essentielle. La seonde phase est la résolution d'une partie des exeries.

Ne pas trouver, même en y passant du temps, un exerie ne préjuge en

rien de votre future réussite en ECS. Séher fait partie de l'ativité mathématique.

D'une part, aboutir après un long travail proure une grande satisfation. D'autre part,

même en as d'éhe, le temps passé à herher permet de progresser et de omprendre

réellement une solution ; inversement, lire le orrigé d'un exerie sans s'être réellement

engagé dans la reherhe ne proure le plus souvent auun béné�e.

Nous espérons que l'étude de e doument vous prourera plaisir et pro�t.
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1 Rédation, modes de raisonnement

1.1 Rédation, quanti�ateurs

1.1.1 Voabulaire et notations utilisés

Pour la ommodité du leteur, on regroupe ii quelques termes et notations d'usage

ourant.

Ensembles de nombres usuels

Dans tout e texte, on utilise les notations usuelles i-après.

- N est l'ensemble des nombres entiers naturels, N∗
l'ensemble des entiers naturels non

nuls, 'est-à-dire ≥ 1.

- Z est l'ensemble des nombres entiers relatifs, Z∗
l'ensemble des entiers relatifs non

nuls.

- Q est l'ensemble des nombres rationnels, 'est-à-dire des frations

p

q
, p ∈ Z, q ∈ N∗.

On peut, quitte à simpli�er, supposer la fration irrédutible, 'est-à-dire que le seul

diviseur ommun à p et q est 1.

- R est l'ensemble des nombres réels, R∗
l'ensemble des nombres réels non nuls, R+

l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls, R+∗
l'ensemble des nombres réels stritement

positifs.

- C est l'ensemble des nombres omplexes, C∗
l'ensemble des nombres omplexes non

nuls.

On a les inlusions :

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Les nombres réels non rationnels sont dits irrationnels. Vous renontrerez dans e texte

plusieurs exemples de nombres irrationnels.

Segments de R

Si a et b sont deux nombres réels, on note [a, b] l'ensemble des réels ompris, au sens

large, entre a et b.

Cette notation vaut quel que soit l'ordre dans lequel a et b sont rangés. Ainsi :

[0, 1] = [1, 0].

Les ensembles de la forme [a, b] sont appelés segments de R.

Partie entière d'un nombre réel

La partie entière, ou partie entière inférieure d'un réel x, notée ⌊x⌋, désigne le plus

grand entier relatif plus petit que x. Autrement dit, ⌊x⌋ appartient à Z et véri�e :

⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌊x⌋ + 1.
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Ainsi :

⌊3, 8⌋ = 3, ⌊−4, 1⌋ = −5.

Si x est positif ou nul, ⌊x⌋ s'obtient en � enlevant à x sa partie déimale �.

Limites

Pour a et b dans R ∪ {−∞,+∞}, la notation

lim

x→a
f(x) = b

est orrete mais génératrie d'inorretions : elle onduit à supposer a priori l'existene

d'une limite. On lui préfère ii l'ériture

f(x) −→
x→a

b.

Pour une suite (un)n≥0, � n ne peut tendre que vers +∞ �. On érit indi�éremment

un −→
n→+∞

ℓ, ou : un −→ ℓ.

Dérivées suessives d'une fontion

Si f est une fontion dérivable sur l'intervalle I, la fontion dérivée de f est notée f ′
.

Si f ′
est elle-même dérivable sur I, on dit que f est deux fois dérivable sur I ; la dérivée

(f ′)′ de f ′
est alors notée f ′′

. On généralise sans peine ; si f est n fois dérivable sur I, sa
dérivée n-ième est notée f (n)

.

Cerle unité, ou erle trigonométrique

On appelle ainsi le erle de entre O et de rayon 1 du plan R2
. Lorsque e plan

est identi�é à l'ensemble C des nombres omplexes, le erle s'identi�e à l'ensemble des

omplexes de module 1.

Pente d'une droite de R2

Soit D une droite du plan R2
non parallèle à l'axe des ordonnées : D admet don une

unique équation de la forme

y = ax+ b, ave (a, b) ∈ R2.

On appelle pente ou oe�ient direteur de D le réel a. L'interprétation géométrique

est laire : si M1 et M2 sont deux points distints de D de oordonnées respetives (x1, y1)
et (x2, y2), alors

a =
y2 − y1
x2 − x1

.

i.e.

Cette abréviation du latin � id est � est très employée en mathématiques ; elle signi�e

� 'est-à-dire �.

Trivial

En mathématiques, le mot � trivial � est employé omme synonyme de � évident �.
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1.1.2 Généralités

La rédation mathématique obéit à des règles préises qui doivent être rapidement

maîtrisées. Voii les plus importantes.

- Un objet mathématique est délaré avant d'être utilisé, en général par le terme

� soit � ; la délaration préise la nature de l'objet (exemples : � soit ~v un veteur non

nul �, � soit z un nombre omplexe non réel �, � soit n un élément de N∗
� ...).

- Un disours mathématique n'est pas une suite de symboles. L'argumentation est,

pour l'essentiel, rédigée en langage ordinaire (et orret), ave des phrases omplètes.

En partiulier, les quanti�ateurs et les symboles d'impliation ⇒ et d'équivalene

⇔, utiles pour énoner de manière préise et onise des propriétés, ne doivent pas être

employés omme des abréviations à l'intérieur du disours.

- Il est bon d'annoner e que l'on va faire, par des loutions du type � Montrons

que �.

Bien rédiger s'aquiert essentiellement par l'usage ; les exemples présentés dans la suite

devraient vous donner une idée de e qui est attendu.

1.1.3 Quanti�ateurs

Les quanti�ateurs sont évoqués dans le programme de Terminale sans que les no-

tations les onernant ne soient exigibles. Préisons es notations, dont l'emploi est très

ommode et que nous utiliserons dans la suite.

Le quanti�ateur universel est noté ∀ ; il signi�e � pour tout � ou � quel que soit �.

Le quanti�ateur existentiel est noté ∃ ; il signi�e � il existe �. Par exemple, la phrase

∀x ∈ R, ex > 0

signi�e que, pour tout réel x, le réel ex est stritement positif. La phrase :

∀y ∈ R, ∃x ∈ R, y = x5 − 5x

signi�e que, pour tout réel y, il existe (au moins) un réel x tel que

x5 − 5x = y,

e que l'on peut établir au moyen d'une étude de fontion (f paragraphe 5.3).

Les quanti�ateurs permettent de formuler de manière ondensée ertaines propriétés.

Vous verrez par exemple que, pour une suite réelle (un)n≥0, l'assertion � (un)n≥0 onverge

vers 0 � est dé�nie par :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N ⇒ |un| ≤ ε.

Cette dé�nition est intuitivement raisonnable : dès qu'on se �xe un seuil ε, il existe
un entier naturel N (dépendant de ε) tel que, pour n ≥ N , |un| soit majoré par ε. De
manière plus informelle, étant donné un seuil ε > 0, la suite (un) est bornée par ε � à

partir d'un ertain rang �.
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On n'emploie les symboles ∀ et ∃ que dans des phrases intégralement érites en langage

quanti�é et, à vrai dire, le plus souvent dans des dé�nitions. En auun as on ne peut mé-

langer quanti�ateur et phrase française : les quanti�ateurs ne sont pas des abréviations.

Commener une démonstration par un quanti�ateur est une faute grave. Si l'on veut

prouver qu'une propriété est vraie pour tout réel x, la rédation ommene en délarant

x : � Soit x dans R. � . On montre ensuite que la propriété désirée est vraie pour x.

Dans la suite de e doument, nous utiliserons les quanti�ateurs uniquement pour

formuler rapidement ertaines propriétés.

1.2 Le raisonnement par réurrene (1)

Soit Pn une propriété dépendant de l'entier naturel n. Pour démontrer que Pn est

vraie pour tout n de N, on peut proéder de la façon suivante.

- Initialisation. On établit la propriété pour n = 0.

- Hérédité. On �xe un entier n tel que la propriété Pn soit vraie. On montre alors que

Pn+1 est également vraie.

Ces deux points étant aquis, on peut onlure que la propriété Pn est vraie pour tout

n. Le raisonnement présenté est la forme la plus simple de raisonnement par réurrene.

Il se peut que l'on demande de prouver la validité d'une propriété Pn pour tout n dans

N∗
; l'initialisation onsiste alors en la véri�ation de P1.

Le raisonnement par réurrene est un outil essentiel. Dans la plupart des exemples

que vous verrez en première année, sa mise en oeuvre ne pose pas de di�ulté. Il onvient

en revanhe de rédiger soigneusement. En partiulier, n étant �xé, auune quanti�ation

relative à l'entier n ne doit apparaître dans la formulation de la propriété Pn : nommer

Pn une propriété de la forme

∀n ∈ N, ...

n'a auun sens. Il su�t de substituer à n une valeur quelonque (disons 2013) pour s'en

onvainre.

Exemples

1. (∗) Somme des arrés des n premiers entiers

Pour n dans N∗
, la somme des n premiers entiers est donnée par la formule :

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

sur laquelle nous reviendrons dans le paragraphe 2.3.

Ii, nous allons montrer par réurrene :

∀n ∈ N∗, 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
.

Pour n dans N∗
, on note Pn la propriété

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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Initialisation. La véri�ation de P1 est immédiate

12 = 1 =
1.2.3

6
= 1.

Hérédité. Fixons n dans N∗
tel que Pn soit vraie. On a don :

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Alors :

12 + 22 + · · ·+ (n+ 1)2 =
(

12 + 22 + · · ·+ n2
)

+ (n + 1)2,

d'où, grâe à Pn :

12+22+· · ·+(n+1)2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
+(n+1)2 =

n + 1

6
(n(2n+ 1) + 6(n+ 1)) .

Mais :

n(2n + 1) + 6(n + 1) = 2n2 + 7n+ 6 = (n + 2)(2n+ 3).

En �n de ompte :

12 + 22 + · · ·+ (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

C'est exatement Pn+1.

2. Une inégalité

Montrons par réurrene :

∀n ∈ N∗, 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
.

Pour n dans N∗
, on note Pn la propriété

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
.

Initialisation. On a 2− 1

1
= 1 don :

1 ≤ 2− 1

1
.

La propriété P1 est vraie.

Hérédité. Fixons n dans N∗
tel que Pn soit vraie. On a don :

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
.

En ajoutant 1/(n+ 1)2 aux deux membres de l'inégalité, il vient :

(1) 1 +
1

22
+ · · ·+ 1

n2
+

1

(n+ 1)2
≤ 2− 1

n
+

1

(n+ 1)2
.
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Notons maintenant que :

2− 1

n+ 1
−
(

2− 1

n
+

1

(n+ 1)2

)

=
1

n
− 1

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
=

1

n(n + 1)2
≥ 0.

Il en résulte que le membre de droite de (1) est majoré par

2− 1

n+ 1
.

Il en est a fortiori de même du membre de gauhe, e qui signi�e que l'on a :

1 +
1

22
+ · · ·+ 1

n2
+

1

(n + 1)2
≤ 2− 1

n+ 1
.

C'est exatement Pn+1.

Exerie 1 ((F,∗). Sommes des ubes des n premiers entiers). Montrer :

∀n ∈ N∗, 13 + 23 + · · ·+ n3 =

(

n(n + 1)

2

)2

.

Exerie 2 (I). La suite (un)n∈N est dé�nie par :

u0 ∈ R ; ∀n ∈ N, un+1 = un
2.

Caluler un en fontion de u0 et n.

On pourra ommener par érire un pour n valant 1, 2, 3, 4. De manière générale,

lorsqu'on souhaite aluler une quantité dépendant d'un entier n, il est souvent utile de

ommener par deviner le résultat en onsidérant les petites valeurs de n.

Exerie 3 ((I,∗). Suites arithmétio-géométriques). Soient a et b deux réels, (un)n≥0 une

suite telle que :

∀n ∈ N, un+1 = aun + b.

On se propose de aluler un en fontion de n et u0.

a) Traiter le as a = 1.

On suppose désormais a 6= 1.

b) Résoudre l'équation x = ax + b. On note ℓ la solution. Dans la question suivante,

il est inutile (voire toxique) de remplaer ℓ par sa valeur ; seule est utile l'équation

ℓ = aℓ + b.

) On pose, pour n dans N :

vn = un − ℓ.

Montrer que (vn)n∈N est une suite géométrique. Conlure.

d) La suite (un)n≥0 est-elle onvergente ?

Les suites étudiées dans et exerie sont dites � arithmétio-géométriques �. Les suites

arithmétiques (resp. géométriques) orrespondent au as partiulier a = 1 (resp. b = 0).

Exerie 4 (D). Soit c dans R+∗
. Pour x dans R, soit :

f(x) =
x√

1 + cx2
.

Caluler f(f(x)), f(f(f(x))) et généraliser.

9



1.3 Le raisonnement par réurrene (2)

On renontre fréquemment des réurrenes un petit peu plus ompliquées. Ainsi, l'hé-

rédité peut onsister en la preuve du fait que Pn et Pn+1 impliquent Pn+2, voire en la

preuve du fait que P0, . . . ,Pn impliquent Pn+1 (� réurrene forte �). La rédation doit

évidemment être adaptée. Dans la première situation (� réurrene à deux termes �), par

exemple, l'initialisation doit omporter la véri�ation de P0 et P1.

Exemples

1. (∗) Suite de Fibonai
La suite de Fibonai (Fn)n≥0 est dé�nie par :

F0 = 0, F1 = 1 ; ∀n ∈ N, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Cette suite, introduite par Fibonai au treizième sièle, possède de nombreuses

propriétés. Nous allons montrer que Fn est donné par une formule relativement

simple.

Posons

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2
.

Nous n'utiliserons pas es expressions, mais le fait que α et β sont raines de l'équa-

tion du seond degré :

x2 − x− 1 = 0.

Pour n dans N, soit Pn la propriété :

Fn =
αn − βn

√
5

.

La dé�nition de (Fn)n≥0 suggère d'établir Pn par une réurrene à deux termes.

Initialisation. Les propriétés P0 et P1 sont véri�ées. En e�et :

α0 − β0

√
5

= 0 = F0,
α− β√

5
= 1 = F1.

Hérédité. Soit n dans N tel que Pn et Pn+1 soient vraies. Alors :

Fn+2 = Fn+1 + Fn =
1√
5

(

αn+1 + αn − βn+1 − βn
)

.

Mais :

αn+1 + αn = αn × (α+ 1) = αn × α2 = αn+2.

De même :

βn+1 + βn = βn+2.

Finalement :

Fn+2 =
αn+2 − βn+2

√
5

.

La propriété Pn+2 est démontrée.

Remarques
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(a) Démonstration et expliation

Le raisonnement par réurrene est un outil très e�ae pour établir des for-

mules données. Comme l'illustre et exemple, une démonstration n'est pas for-

ément une expliation et il est légitime de se demander � d'où vient � la

formule préédente. Vous verrez en première année une méthode générale per-

mettant de aluler le terme général d'une suite véri�ant une relation de la

forme :

∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun.

(b) À quoi peut servir l'expression obtenue ?

D'abord, à rendre plus ou moins immédiate la démonstration de formules al-

gébriques relatives à la suite (Fn)n≥0, sans pour autant en donner systémati-

quement la meilleure approhe.

Ensuite, à donner le omportement asymptotique ('est-à-dire lorsque n tend

vers +∞) de (Fn)n≥0 : (Fn)n≥0 est di�érene de deux suites géométriques de

raisons respetives α > 1 et β ∈] − 1, 0[. Lorsque n tend vers +∞, Fn se

omporte � à peu près � omme la suite géométrique

(

αn/
√
5
)

n≥0
, e que la

notion de suites équivalentes, étudiée en première année, permettra de préiser.

Exerie 5 (F). Soit (un)n≥0 la suite dé�nie par :

u0 = 2, u1 = 5, ∀n ∈ N, un+2 = 5un+1 − 6un.

Montrer :

∀n ∈ N, un = 2n + 3n.

Exerie 6 (F). La suite (un)n∈N est dé�nie par :

u0 = 1, u1 = 2, et ∀n ∈ N∗, un+1 =
un

2

un−1

.

Caluler u2, u3, u4. Deviner ensuite une formule pour un. Démontrer �nalement la formule

devinée par réurrene.

1.4 Le raisonnement par l'absurde

Pour établir une propriété P, on peut raisonner par l'absurde, 'est-à-dire supposer

que P est fausse et arriver à une ontradition.

Exemple : (∗) Irrationnalité de
√
2

Montrons que

√
2 est irrationnel. En raisonnant par l'absurde, on suppose que

√
2 est

rationnel. On peut don érire : √
2 =

p

q

où p et q sont des éléments de N∗
et où la fration p/q est irrédutible. En élevant au

arré, il vient :

2 q2 = p2.
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Par onséquent, p2 est pair. Or, le arré d'un entier impair est impair, omme le montre

la formule :

∀k ∈ Z, (2k + 1)2 = 2(2k2 + 2k) + 1.

Il s'ensuit que p est pair et s'érit don 2p′ où p′ ∈ N∗
. On a don :

q2 = 2 p′2,

égalité qui montre que q2 est pair, don que q est pair. Les deux entiers p et q admettent

2 omme diviseur ommun, e qui ontredit l'hypothèse.

Les preuves d'irrationalité reposent en général sur un raisonnement par l'absurde, e

qui est ompréhensible, l'irrationalité étant dé�nie par une propriété � négative �.

Exerie 7 (I). Montrer que

ln 3

ln 2
est irrationnel.

1.5 Le raisonnement par analyse-synthèse

Le raisonnement par analyse-synthèse est utilisé pour déterminer les solutions d'un

problème donné lorsqu'une rédation � par équivalene � est impossible ou simplement

déliate. Dans la première partie (analyse), on détermine les propriétés d'une éventuelle

solution, de manière à limiter sévèrement les possibilités. La seonde partie (synthèse)

onsiste à déterminer, parmi les solutions fournies par l'analyse, lesquelles sont e�etive-

ment solution du problème initial.

Dans les as d'existene et uniité, l'analyse fournit en général une solution unique ; la

synthèse est alors une simple véri�ation du fait que la solution déterminée par l'analyse

onvient e�etivement.

Exemples

1. (∗) Déomposition d'une fontion en somme d'une fontion paire et d'une fontion

impaire

Soit f une fontion de R dans R. On va montrer qu'existe un unique ouple (p, i)
de fontions de R dans R véri�ant les onditions suivantes :

- p est paire, i est impaire ;

- f = p+ i.

Analyse. Supposons don que f s'érive p + i ave p paire et i impaire. Fixons x
dans R. En testant sur x et −x l'égalité des fontions f et p+ i, il vient :

f(x) = p(x) + i(x), f(−x) = p(−x) + i(−x) = p(x)− i(x).

En faisant la somme et la di�érene de es deux égalités, il vient :

p(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)) , i(x) =

1

2
(f(x)− f(−x)) .

Synthèse. Dé�nissons deux fontions p et i en posant, pour x dans R :

p(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)) , i(x) =

1

2
(f(x)− f(−x)) .

On véri�e immédiatement que p est paire, i impaire et que f = p+ i.

12



2. (∗) Une équation fontionnelle

On appelle équation fontionnelle la reherhe des fontions véri�ant ertaines ondi-

tions. Voii un exemple très lassique : on herhe les fontions f de R dans R

dérivables sur R et telles que :

(1) ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y).

Noter qu'il y a ii deux onditions : la dérivabilité et la relation (1).

Analyse. Soit f une éventuelle solution. Fixons y et dérivons par rapport à x. Il
vient :

∀x ∈ R, f ′(x+ y) = f ′(x).

Prenons maintenant x = 0, e qui est possible puisque l'égalité préédente est vraie
pour tout x. Il vient, pour tout y de R :

f ′(y) = f ′(0).

Ainsi, f ′
est onstante et f a�ne, 'est-à-dire de la forme :

x 7→ ax+ b.

Synthèse. Soit f une fontion a�ne. On dispose de deux réels a et b tels que :

∀x ∈ R, f(x) = ax+ b.

Cherhons si f est solution du problème. D'abord, f est dérivable. Ensuite, pour x
et y dans R, on a :

f(x+ y) = a(x+ y) + b = ax+ ay + b,

f(x) + f(y) = ax+ b+ ay + b = a(x+ y) + 2b.

Pour que es deux expressions soient égales, il faut et il su�t que b soit nul. En

onlusion, les solutions du problème sont les fontions linéaires :

x 7→ ax, a ∈ R.

Remarque Amélioration du résultat

Une démonstration un peu plus ompliquée établit qu'une fontion f de R dans R

véri�ant (1) et ontinue sur R est de la forme x 7→ ax. Comme la ontinuité est une

propriété plus faible que la dérivabilité, e résultat est plus fort que elui démon-

tré ii. La aratérisation des fontions linéaires ainsi obtenue remonte à Cauhy

(environ 1820).
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2 Caluls algébriques

Ce hapitre est fondamental. Son but est de onsolider les tehniques de alul al-

gébriques étudiées au lyée et d'introduire les symboles

∑

et

∏

ainsi que la notion de

fatorielle d'un entier naturel.

2.1 Généralités et rappels

Une bonne maîtrise du alul algébrique est indispensable en mathématiques omme

en physique. Au delà des règles de alul élémentaires (distributivité, alul sur les puis-

sanes...), il faut onnaître par oeur les résultats suivants.

- Les identités remarquables usuelles : (a + b)2, (a− b)2, (a+ b)(a− b).

- La somme des n premiers entiers :

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

- La somme des n+ 1 premiers termes de la suite géométrique (ak)k≥0 pour a 6= 1 :

1 + a + a2 + · · ·+ an =
an+1 − 1

a− 1
,

à partir de laquelle on retrouve failement la somme des n+1 premiers termes d'une suite

géométrique quelonque.

- La fatorisation :

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1),

qui est une onséquene simple de la formule préédente. Noter que si n est impair, alors

(−1)n = −1 et on a également la fatorisation :

an + bn = an − (−b)n = (a+ b)(an−1 − an−2b+ · · · − abn−2 + bn−1),

2.2 Le symbole

∑

La somme des nombres (réels ou omplexes) a1, . . . , an est notée :

(1) a1 + · · ·+ an

ou, d'une manière plus ompate et dénuée de toute ambiguïté :

(2)

n
∑

k=1

ak.

On dé�nit plus généralement, pour m entier de {1, . . . , n} :

(3)

n
∑

k=m

ak = am + · · ·+ an.
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Dans les expressions (2) et (3), la lettre k, appelée indie, est une variable muette, e

qui signi�e que l'on peut hanger son nom sans hanger la somme : la somme (1) peut
être notée :

n
∑

i=1

ai.

C'est la même situation qu'en intégration. En e�et, dans l'ériture

∫ b

a

f(t) dt

la variable t est muette. La sommation est d'ailleurs la version � disrète � de l'intégration.

Les notations ont une importane entrale en mathématiques ; il su�t pour s'en

onvainre d'essayer de faire une multipliation en hi�res romains. Le symbole

∑

et

la notation indexée ont représenté un très grand progrès pour noter e�aement des

sommes de longueur arbitraire et il est néessaire de s'y habituer rapidement. Cependant,

il ne faut pas hésiter à revenir à une ériture du type (1) en as de besoin : pour un alul

non immédiat, il est souvent préférable de aluler, au moins au brouillon, ave des points

de suspension.

Exemples

1. (∗) Un exemple trivial

La somme

n
∑

k=0

3

vaut 3(n+ 1) : on somme n + 1 termes, tous égaux à 3.

2. (∗) Progressions arithmétiques

La formule :

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
,

se réérit

n
∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
.

De ette formule on déduit la somme des n premiers termes d'une progression arith-

métique. En e�et, une suite arithmétique est de la forme (ak+ b)k≥0 (a est la raison

de la progression, b son premier terme). Par linéarité de la somme, il vient :

(b+ (a + b) + · · ·+ ((n− 1)a + b) = nb+ a (1 + 2 + · · ·+ (n− 1))

e que l'on réérit plus synthétiquement :

n−1
∑

k=0

(ak + b) = nb+ a
n−1
∑

k=0

k = nb+
n(n− 1)

2
a.

Il est évidemment absurde d'apprendre par oeur ette formule. Mais il faut savoir

la retrouver très rapidement.
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3. (∗) Progressions géométriques

La formule donnant la somme d'une progression géométrique se réérit :

n
∑

k=0

ak =
an+1 − 1

a− 1
,

pour a nombre omplexe di�érent de 1 et n dans N.

4. (∗) Nombres harmoniques

Pour n dans N∗
, on dé�nit le n-ième nombre harmonique Hn par :

Hn =

n
∑

k=1

1

k
.

Les nombres Hn interviennent très fréquemment en mathématiques et vous les ren-

ontrerez à plusieurs reprises dans les deux années d' ECS. On ne dispose pas de

formule simple � non sommatoire � pour Hn.

Le matériel préédent permet déjà des aluls non triviaux. Quelques exemples, sous

forme d'exeries.

Exerie 8 (F). Soit n dans N∗
. Donner une expression simple de la somme

n
∑

k=1

(2k − 1)

des n premiers entiers impairs.

Exerie 9 ((F,∗). Somme d'une série géométrique). Soit r un élément de ]− 1, 1[. Pour
n dans N, soit :

Sn =

n
∑

k=0

rk.

Montrer :

Sn −→
n→+∞

1

1− r
.

Exerie 10 (I). On lane un dé équilibré. On répète n fois l'opération, les laners su-

essifs étant supposés indépendants. Quelle est la probabilité pour que l'on obtienne au

moins un 6 parmi es n laners ? Déterminer la limite de ette probabilité lorsque n tend

vers +∞.

Exerie 11 (I). On pose, pour n dans N∗
:

un =
2n
∑

k=n

1

k
.

Simpli�er un+1 − un et en déduire la monotonie de (un)n≥1.
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Exerie 12 (I). Montrer, pour tout entier n ≥ 2 :

n−1
∑

k=1

Hk = nHn − n.

Exerie 13 (D). En utilisant la formule de la progression géométrique et la dérivation,

aluler, pour x réel et n dans N∗
:

n
∑

k=0

kxk.

On distinguera le as x = 1. Pour |x| < 1, déterminer la limite de la somme préédente

lorsque n tend vers +∞.

Exerie 14 (D). On lane un dé équilibré. On répète n fois l'opération, les laners

suessifs étant supposés indépendants. Soit X la variable aléatoire donnant le premier

instant d'apparition d'un 6, en onvenant que X = 0 si 6 n'apparaît pas. Déterminer

l'espérane de X. Quelle est sa limite lorsque n tend vers +∞ ?

2.3 Sommes télesopiques

En général, une somme ne peut pas s'exprimer de façon simple. Les as où une simpli-

�ation est possible n'en sont que plus préieux. Une situation intéressante est elle des

sommes télesopiques. Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites omplexes telles que :

∀n ∈ N, an = bn+1 − bn.

On a alors

n
∑

k=0

ak = (b1 − b0) + (b2 − b1) + · · ·+ (bn+1 − bn).

Les termes b1, b2, . . . , bn se simpli�ent. Il reste :

n
∑

k=0

ak = bn+1 − b0.

Il est évidemment possible d'établir ette formule par réurrene sur n.

Exemples

1. (∗) Somme d'une progression arithmétique par télesopage

On a

∀k ∈ N, (k + 1)2 − k2 = 2k + 1.

En sommant es égalités pour k entre 0 et n, on obtient :

n−1
∑

k=0

(2k + 1) = n2.
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Cette égalité équivaut à :

n−1
∑

k=0

2k = n2 − n = n(n− 1),

'est-à-dire, après division par 2, à la formule onnue

n−1
∑

k=0

k =
n(n− 1)

2
.

2. (∗) Une somme télesopique lassique

On a :

(1) ∀x ∈ R \ {−1, 0}, 1

x(x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
.

Par télesopage, on en déduit, pour n entier ≥ 1 :

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1− 1

n + 1
.

En partiulier

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
−→

n→+∞
1.

Nous allons pro�ter de l'oasion pour retrouver la majoration véri�ée par réurrene

dans l'exemple 2 du paragraphe 1.2. Soit n un entier ≥ 2. On a :

n
∑

k=1

1

k2
= 1 +

n
∑

k=2

1

k2
.

Or, pour k ≥ 2 :

1

k2
≤ 1

k(k − 1)
.

Par suite :

n
∑

k=1

1

k2
≤

n
∑

k=2

1

k(k − 1)
,

d'où :

n
∑

k=1

1

k2
≤ 1 +

(

1− 1

n

)

.

On retrouve la majoration :

n
∑

k=1

1

k2
≤ 2− 1

n
.
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Exerie 15 (I). a) Si n est dans N∗
, simpli�er :

n
∑

k=1

ln

(

1 +
1

k

)

.

Quelle est la limite de ette expression lorsque n tend vers +∞ ?

b) Si n est un entier ≥ 2, simpli�er :

n
∑

k=2

ln

(

1− 1

k2

)

.

Quelle est la limite de ette expression lorsque n tend vers +∞ ?

Exerie 16 (I). Déterminer trois réels a, b, c tels que :

∀x ∈ R \ {0,−1,−2}, 1

x(x+ 1)(x+ 2)
=

a

x
+

b

x+ 1
+

c

x+ 2
.

En déduire, pour n dans N∗
, une expression simple de

Un =

n
∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
.

Quelle est la limite de (Un)n≥1 lorsque n tend vers +∞ ?

Exerie 17 ((I,∗). Somme des premiers arrés par télesopage). a) Trouver trois réels

a, b, c tels que, si :

P : x ∈ R 7→ ax3 + bx2 + cx,

on ait

∀x ∈ R, P (x)− P (x− 1) = x2.

En déduire une expression simple de

n
∑

k=1

k2.

b) Adapter ette méthode pour aluler :

n
∑

k=1

k3.

Remarque Somme des puisanes p-ièmes des n premiers entiers naturels, polyn�mes

de Bernoulli

On a renontré dans les pages préédentes les trois formules :

n
∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
,

n
∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
,

n
∑

k=1

k3 =

(

n(n + 1)

2

)2

.

19



Pour p et n dans N∗
, soit

Sp,n =
n
∑

k=1

kp

la somme des puissanes p-ièmes des n premiers entiers. Vers 1650, Jaob Bernoulli a

généralisé les formules préédentes et prouvé que, pour tout p, il existe un polyn�me Bp

(nommé depuis polyn�me de Bernoulli d'indie p) tel que :

∀n ∈ N∗, Sp,n = Bp(n).

Le terme de plus haut degré de Bp est

Xp+1

p+ 1
, e qui est ohérent ave les résultats

obtenus pour p = 1, p = 2, p = 3.

2.4 Le symbole

∏

Le produit des nombres (réels ou omplexes) a1, . . . , an est noté soit :

(1) a1 × · · · × an = a1 . . . an

soit, de manière plus ompate :

(2)

n
∏

k=1

ak.

Ii enore, la lettre k est appelée indie et est une variable muette. Les ommentaires

relatifs à la somme s'adaptent immédiatement.

Exemples

1. (∗) Deux exemples failes

a) Pour n dans N, n ≥ 3, on a :

n
∏

k=3

(−5) = (−5)n−2.

On e�etue en e�et le produit de n− 2 termes tous égaux à −5.

b) Si n est dans N∗
, on a :

n
∏

k=1

2k = 21+2+···+n = 2
n(n+1)

2 .

2. (∗) Produits télesopiques
Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de omplexes non nuls telles que :

∀n ∈ N, an =
bn+1

bn
.

On a alors

n
∏

k=0

ak =
b1
b0

× b2
b1

× · · · × bn+1

bn
.
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Les termes b1, b2, . . . , bn se simpli�ent. Il reste :

n
∏

k=0

ak =
bn+1

b0
.

En guise d'appliation, alulons, pour n dans N∗
:

Pn =
n
∏

k=1

k + 1

k + 2
.

On a :

Pn =
2

3
× 3

4
× · · · × n

n + 1
× n+ 1

n+ 2
.

Par suite :

Pn =
2

n+ 2
.

Exerie 18 (F). a) Pour n dans N∗
, simpli�er :

An =

n
∏

k=1

4k
2+1.

b) Pour n dans N∗
, simpli�er :

Bn =
n
∏

k=0

k + 4

k + 3
.

Exerie 19 (I). Pour n ≥ 2, donner une expression simple de

Cn =
n
∏

k=2

(

1− 1

k2

)

et trouver la limite de (Cn)n≥1 lorsque n tend vers +∞.

2.5 Fatorielle d'un entier naturel

Pour n dans N∗
, on note n! et on lit fatorielle de n ou fatorielle n le produit :

n! = 1× 2× 3 · · · × n =
n
∏

k=1

k.

Ainsi :

1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040.

Il est ommode de poser également 0! = 1. Notons la relation de réurrene :

(n + 1)! = (n+ 1)× n!.

Les fatorielles interviennent dans de nombreuses questions mathématiques (analyse,

algèbre, ombinatoire, probabilités). Voii quelques exemples.

Exemples
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1. (∗) Produit des premiers entiers pairs (resp. impairs)

Pour n dans N∗
, on onsidère le produit Pn des nombres pairs ompris entre 2 et

2n :

Pn =

n
∏

k=1

(2k).

On peut érire :

Pn = (2× 2× · · · × 2)× (1× 2× 3× · · · × n)

où le nombre de 2 dans la première parenthèse est n. Ainsi :

Pn = 2n n!.

Il est alors faile, pour n dans N∗
, de aluler le produit Qn des nombres impairs

ompris entre 1 et 2n + 1. On observe d'abord que Pn × Qn est le produit de tous

les entiers entre 1 et 2n + 1, 'est-à-dire (2n + 1)!. En tenant ompte du résultat

préédent, il vient :

Qn =
(2n+ 1)!

Pn
=

(2n + 1)!

2n n!
.

2. (∗) Un alul de dérivée n-ième

Soit f la fontion dé�nie sur R∗
par :

∀x ∈ R∗, f(x) =
1

x
.

On se propose de aluler les dérivées suessives de f . On a :

∀x ∈ R∗, f ′(x) =
−1

x2
, f ′′(x) =

2

x3
, f ′′′(x) =

−6

x4
.

Il est alors raisonnable de onjeturer, pour n dans N∗
, la relation :

∀x ∈ R∗, f (n)(x) =
(−1)n n!

xn+1
.

La preuve par réurrene est faile. Soit, pour n dans N∗
, Pn l'assertion :

∀x ∈ R∗, f (n)(x) =
(−1)nn!

xn+1
.

On a vérifé P1. Fixons n dans N∗
et supposons Pn vraie. En dérivant, il vient, pour

x dans R∗
:

f (n+1)(x) = −(n + 1)
(−1)nn!

xn+2
=

(−1)n+1(n + 1)!

xn+2
.

L'assertion Pn+1 est établie.

22



3. (∗) Fatorielles et oe�ients binomiaux

Les oe�ients binomiaux

(

n
m

)

ont été dé�nis par les arbres. Cette dé�nition a

permis, en lasse de première, d'établir la relation de Pasal : pour n dans N∗
et m

dans {1, . . . , n− 1} :

(

n

m

)

=

(

n− 1

m

)

+

(

n− 1

m− 1

)

.

Les fatorielles permettent de donner une formule lose pour les oe�ients bino-

miaux :

(1)

(

n

m

)

=
n!

m! (n−m)!
.

Cette expression est très utile, des points de vue théorique et numérique : le alul

de

(

100

5

)

=
100.99.98.97.96

5!
=

100.99.98.97.96

120
= 75287520

par la formule de Pasal promet d'être passablement fastidieux...

Cependant on observe que les quantités

n!

m! (n−m)!
véri�ent la relation de Pasal.

En e�et, si m ∈ {0, . . . , n− 1} :

(n− 1)!

m! (n− 1−m)!
+

(n− 1)!

(m− 1)! (n−m)!
=

(n− 1)! (n−m) + (n− 1)! m

m! (n−m)!
,

quantité égale à

(n− 1)! n

m! (n−m)!
=

n!

m! (n−m)!
.

Il est alors faile de se onvainre de la validité de (1).

Expliitons, pour n �xé, les valeurs de

(

n
m

)

pour les premières valeurs de m :

(

n

0

)

=
n!

n! 0!
= 1,

(

n

1

)

=
n!

(n− 1)! 1!
= n,

(

n

2

)

=
n!

(n− 2)! 2!
=

n(n− 1)

2
.

Notons également la formule � de symétrie � :

(

n

n−m

)

=

(

n

m

)

.

Exerie 20 (F). Donner une forme simple de

n
∑

k=1

(k × k!) .

On pourra utiliser l'égalité :

k × k! = (k + 1)!− k!.
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3 Trigonométrie et nombres omplexes

3.1 Trigonométrie

Rappels

La trigonométrie est un outil très e�ae en géométrie eulidienne du plan (et égale-

ment de l'espae). Elle joue un r�le important en mathématiques et en physique. Il est

essentiel de onnaître les points suivants.

- Les valeurs des osinus et sinus des angles � usuels �. En as d'hésitation, traer

systématiquement le erle trigonométrique.

- Les formules :

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y), cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y),

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x), sin(x− y) = sin(x) cos(y)− sin(y) cos(x).

Ces formules peuvent être retrouvées rapidement à partir de la formule

eix × eiy = ei(x+y)

(développer et prendre parties réelles et imaginaires des deux membres), mais il est utile

de les onnaître par oeur. Signalons au passage que, pour x réel, nous utiliserons parfois

la notation :

exp(ix) = eix.

Il faut également avoir en tête le as partiulier des formules de dupliation :

cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 = 1− 2 sin2(x), sin(2x) = 2 sinx cos x.

Exerie 21 (F). Véri�er l'égalité :

π

12
=

π

3
− π

4
.

En déduire les valeurs du osinus et du sinus de π/12.

Exerie 22 (F). Caluler le osinus de π/8 en utilisant la formule de dupliation pour

le osinus.

Exerie 23 (F). Pour x dans R, exprimer cos(3x) en fontion de cos(x).

3.2 Nombres omplexes

Le programme de Terminale permet de maîtriser les points suivants.

- Forme algébrique x+ iy, (x, y) ∈ R2
d'un nombre omplexe.

- Conjugué et module d'un nombre omplexe, relation |z|2 = zz̄.

- Forme trigonométrique r eiθ, r ∈ R+∗, θ ∈ R d'un nombre omplexe non nul.

- Arguments d'un nombre omplexe non nul. Passage de la forme algébrique à la forme

trigonométrique et réiproquement.
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- Représentation géométrique des nombres omplexes ; a�xe d'un point, d'un veteur.

- Résolution dans C des équations du seond degré à oe�ients réels.

On se borne ii à des exeries relatifs à es points. L'étude du trin�me du seond

degré du point de vue réel est rappelée dans le paragraphe 4.2 .

Exerie 24 (F). Érire

3− 2i

2 + 5i
et

(

1 + i

i

)3

sous la forme a + ib, (a, b) ∈ R2
.

Exerie 25 (F). Soit :

z =
−4

1 + i
√
3
.

a) Érire z sous forme algébrique : z = a + ib, (a, b) ∈ R2, puis sous forme trigono-

métrique : z = r eiθ, r ∈ R+∗, θ ∈ R.

b) Caluler z3.

Exerie 26 (F). Trouver les nombres omplexes z tels que :

z2 + 10z + 169 = 0.

Exerie 27 (F). Déterminer les nombres omplexes z tels que z2 = i, sous forme algé-

brique, puis sous forme trigonométrique.

4 Inégalités, trin�me du seond degré réel

4.1 Inégalités et inéquations : méthodes élémentaires

La manipulation des inégalités n'est pas di�ile, mais demande du soin. Il est en

partiulier essentiel :

- de bien maîtriser les règles des signes ;

- de réaliser que le signe d'une expression est d'autant plus faile à étudier qu'elle est

fatorisée.

Exerie 28 (F). Quels sont les réels x tels que

f(x) = (x2 − 3) (1−
√
x) (|x| − 6) (|4x+ 3|)

soit > 0.

Exerie 29 ((F)). a) Quel ensemble dérivent respetivement x2
et x3

lorsque x dérit

l'intervalle [−2,+∞[ ?
b) Quel ensemble dérit 1/x lorsque x dérit ]− 4, 5] \ {0} ?
) Quels ensembles dérivent respetivement x+ y, xy, x/y lorsque x > −2 et y ≥ 2 ?

d) Même question qu'en b) ave x > −2 et 0 < y ≤ 3.
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Exerie 30 ((F,∗) L'inégalité arithmétio-géométrique pour deux réels positifs). Mon-

trer, pour a et b dans R :

ab ≤ 1

2

(

a2 + b2
)

ave égalité si et seulement si a = b.

Soient x et y des réels ≥ 0. En appliquant l'inégalité préédente à a =
√
x, b =

√
y,

on obtient √
xy ≤ x+ y

2
,

ave égalité si et seulement si x = y.

Notons en�n que l'on peut reformuler le résultat préédent des deux manières sui-

vantes :

- la somme de deux réels positifs x et y de produit p donné est minimale lorsque

x = y =
√
p ;

- le produit de deux réels positifs x et y de somme donnée S est maximal lorsque

x = y = S/2.

Exerie 31 ((F) Retangles de périmètre donné d'aire maximale). On se donne un

retangle de demi-périmètre p. Montrer que son aire est majorée par p2/4. Pour quels

retangles y a-t-il égalité ?

Exerie 32 (F). Soient a et b deux éléments de R+
. Prouver :

∣

∣

∣

√
a−

√
b
∣

∣

∣
≤
√

|a− b|.

Dans l'exerie i-après, on ommenera par dire pour quelles valeurs de x les expres-

sions étudiées sont dé�nies.

Exerie 33 (I). Selon la valeur de x, déterminer le signe de :

a) f(x) =
√
x− 1−

√
2x− 3,

b) g(x) =
√

|x− 1| −
√

|2x− 3|,
) h(x) = ln(x+ 3) + ln(x+ 2)− ln(x+ 11).

4.2 Le trin�me du seond degré réel

Soient a, b, c trois nombres réels et f la fontion dé�nie sur R par :

(1) ∀x ∈ R, f(x) = ax2 + bx+ c.

Si a = 0, f est une fontion a�ne. Si a 6= 0, on dit que f est un polyn�me de degré 2
ou enore un trin�me du seond degré.

Forme anonique

L'étude du signe et des raines du trin�me du seond degré repose sous la mise sous

forme anonique. Rappelons e dont il s'agit. Soient en e�et a, b, c dans R ave a 6= 0.
Posons :

∆ = b2 − 4ac.
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Pour x dans C, on peut érire :

(2) ax2 + bx+ c = a

(

(

x+
b

2a

)2

− ∆

4a

)

.

On a ainsi :

ax2 + bx+ c = 0 ⇐⇒
(

x+
b

2a

)2

=
∆

4a
.

Raines du trin�me et fatorisation

On est ainsi onduit à la disussion lassique de l'équation

(3) f(x) = 0 :

- si ∆ = 0, (3) admet une unique raine dans C (dite � double �), à savoir

−b

2a
;

ette raine est réelle.

- si ∆ > 0, (3) admet deux raines réelles distintes, à savoir :

−b+
√
∆

2a
,

−b−
√
∆

2a
;

- si ∆ < 0, (3) admet deux raines omplexes non réelles et onjuguées

Notons x1 et x2 les raines de (3) dans C si ∆ 6= 0. Pour ∆ = 0, notons x1 = x2 la

raine double de (3). La mise sous forme anonique entraîne la fatorisation :

(4) ∀x ∈ C, f(x) = a(x− x1) (x− x2).

Exemple

Soit θ dans R. Le trin�me

x2 − 2 cos(θ)x+ 1

a pour disriminant

∆ = 4
(

cos2(θ)− 1
)

= −4 sin2(θ) = (2i sin(θ))2 .

Les raines de e trin�me sont don eiθ et e−iθ
; ∆ est nul si et seulement si sin(θ) = 0,

'est-à-dire si et seulement si θ est dans πZ. Dans tous les as, on a :

∀x ∈ C, x2 − 2 cos(θ)x+ 1 = (x− eiθ)(x− e−iθ).

Exerie 34 (F). Pour m dans R, soit pm le trin�me du seond degré :

pm : x ∈ R 7→ x2 +mx+ 1.

Déterminer, selon la valeur de m, le nombre de raines réelles de pm.
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Exerie 35 (I). Soit a dans R. Déterminer le nombre de réels x tels que :

x3 − x = a3 − a.

Somme et produit des raines

Revenons à l'équation (3) et notons-en x1 et x2 les raines, ave x1 = x2 si ∆ = 0. On
a alors :

x1 + x2 =
−b

a
, x1x2 =

c

a
.

Ainsi, la leture des oe�ients d'une équation de degré 2 donne immédiatement la

somme et le produit des raines.

Exerie 36 (I). Soient x1 et x2 les deux raines (éventuellement onfondues) du trin�me

p : x 7→ ax2 + bx+ c.

Caluler x2
1 + x2

2 en fontion de a, b, c.

Si on sait que l'équation (3) admet deux raines réelles (éventuellement onfondues)

x1 et x2, on détermine immédiatement leur signe ave les formules (5). En e�et, le signe

du produit c/a permet de dire si x1 et x2 sont ou non de même signe. Dans le as où x1

et x2 sont de même signe, 'est-à-dire si c/a > 0, le signe ommun de x1 et x2 est elui

de leur somme −b/a.

Notons en�n que si c/a < 0, alors

δ = b2 − 4ac = a2
(

b2

a2
− 4

c

a

)

> 0.

La ondition c/a < 0 est don équivalente à l'existene de deux raines réelles non nulles

de signes opposés.

Signe du trin�me pour les valeurs réelles de la variable

Supposons, pour �xer les idées :

a > 0.

La mise sous forme anonique (2) et la fatorisation (4) entraînent la disussion suivante.

- Si ∆ > 0, alors :
∀x ∈ R, f(x) > 0.

- Si ∆ = 0 et si x1 est la raine double de (3), alors :

∀x ∈ R \ {x1}, f(x) > 0.

- Si ∆ < 0 et si on note x1 < x2 les deux raines réelles de (3), alors :

∀x ∈ ]−∞, x1[ ∪ ]x2,+∞[ , f(x) > 0.

∀x ∈ ]x1, x2[ , f(x) < 0.

La disussion est analogue si a < 0.
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Exerie 37 (F). Pour m dans R, soit pm le trin�me du seond degré :

pm : x ∈ R 7→ x2 +mx+ 1.

Déterminer, selon la valeur de m et les valeurs du réel x, le signe de f(x).
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5 Dérivation

L'invention du alul di�érentiel et intégral au dix-septième sièle est un tournant

de l'histoire des mathématiques. Les outils ainsi réés ont permis d'étudier ave beau-

oup d'e�aité des problèmes aussi divers que le alul des aires et des longueurs, la

détermination des tangentes à une ourbe, les problèmes d'extremum, la inématique, la

méanique.

La mise en plae du alul di�érentiel et intégral des fontions d'une variable réelle est

le oeur du programme d'analyse de première année d' ECS. Le ours orrespondant est

traité en suivant l'approhe mise au point par les mathématiiens du dix-neuvième sièle

(notamment Cauhy et Weierstrass) : l'analyse y est reprise à son début (nombres réels,

suites), les théorèmes sont omplètement démontrés à partir de e point de départ. Il est

ependant très souhaitable de disposer préalablement d'une solide maîtrise pratique du

sujet. C'est le but de e hapitre et des deux suivants.

5.1 Calul des dérivées

Il est essentiel de bien onnaître les règles de alul sur les dérivées : dérivées d'une

somme, d'un produit, d'un quotient, ainsi que les dérivées des fontions usuelles (poly-

n�mes, raine arrée, logarithme, exponentielle, fontions trigonométriques), d'une om-

posée de la forme exp(f), ln f,
√
f ou :

x 7→ f(ax+ b).

Dérivée d'une omposée

La formule donnant la dérivée d'une omposée, très utile, généralise les règles évo-

quées i-dessus. Elle ne �gure pas expliitement au programme de Terminale et vous sera

démontrée en première année d' ECS. Vous pouvez l'admettre et l'utiliser dès maintenant.

Théorème 1 (Dérivée d'une omposée). Soient f et g deux fontions à valeurs réelles,

dé�nies sur des intervalles de R notés respetivement I et J . Supposons que l'on puisse

omposer f et g, 'est-à-dire que, pour tout x de I, f(x) appartienne à J , que f soit

dérivable en x et g en f(x). Soit g ◦ f la fontion dé�nie sur I par

∀x ∈ I, g ◦ f(x) = g (f(x)) .

Alors g ◦ f est dérivable sur I et :

∀x ∈ I, (g ◦ f)′(x) = g′(f(x))× f ′(x).

Exerie 38 (F). Pour haune des fontions i-après, déterminer l'ensemble de dé�ni-

tion et aluler la dérivée.

� a : x 7→ x3 cos(5x+ 1),
� b : x 7→ ecos x,
� c : x 7→ x ln(x),
� d : x 7→ ln (ex + 1),
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� e : x 7→ ex
3+2x2+3x+4

,

� f : x 7→ e
√
x2+x+1

,

� g : x 7→ ln(ex + sin(x)).

� h : x 7→ x

x2 + 1
,

� i : x 7→ cos(2x)

x2 − 2
,

� j : x 7→ ln (cos(2x)),

� k : x 7→ x

sin(x)
,

� ℓ : x 7→ ln
(

x−
√
x2 − 1

)

,

� m : x 7→ ln

(

√

x+ 1

x− 1

)

,

5.2 Tangente à un graphe

La dérivée a plusieurs interprétations intéressantes. Du point de vue géométrique,

le nombre f ′(a) représente la pente de la tangente au graphe de f au point d'absisse

a. Préisément, si f est dérivable, l'équation de la tangente au graphe de f au point

d'absisse a est :

y = f(a) + f ′(a)(x− a).

Exerie 39 ( (F). Une propriété des paraboles). Soient a un réel non nul, f la fontion :

x ∈ R 7→ ax2,

x1 et x2 deux réels tels que x1 < x2.

Montrer que la tangente au graphe de f au point d'absisse

x1 + x2

2
est parallèle à la

droite joignant les points du graphe de f d'absisses x1 et x2.

Exerie 40 (I). a) Soient f une fontion dérivable sur un intervalle I de R, x0 un réel

tel que f ′(x0) 6= 0. Caluler l'absisse du point x1 en lequel la tangente au graphe de f au

point d'absisse x0 reoupe l'axe (Ox).

b) On suppose que a est un réel positif, que f est la fontion dé�nie par :

∀x ∈ R, f(x) = x2 − a.

Ave les notations préédentes, véri�er :

x1 =
1

2

(

x0 +
a

x0

)

.

Nous retrouverons ette relation un peu plus loin, lors du alul de

√
2 par la méthode

de Newton (exerie 42). La forme générale de la méthode de Newton repose sur le alul

de a).
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5.3 Appliations de la dérivation

On rappelle ii deux tehniques très importantes liées à la dérivation.

5.3.1 Étude de fontions, résolution d'équations

L'étude des fontions est une tehnique simple mais très importante. Elle est fondée

sur le lien entre monotonie de f sur un intervalle et signe de f ′
, lien admis en lasse de

Terminale mais qui sera démontré en première année d' ECS.

Une appliation immédiate est la détermination du nombre de solutions d'une équa-

tion et le positionnement des raines. La leture du tableau de variations d'une fontion

dérivable f permet en e�et de déterminer le nombre de solutions d'une équation de la

forme

f(x) = λ, λ ∈ R.

Exemple Une étude d'équation

Soit p un nombre réel. Quel est le nombre de solutions réelles de l'équation

(Ep) x5 − 5x = p ?

On pose, pour x dans R,

f(x) = x5 − 5x.

On a :

∀x ∈ R, f ′(x) = 5
(

x4 − 1
)

= 5(x2 − 1)(x2 + 1) = 5(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1).

Cette inégalité rend apparent le signe de f ′(x). La fontion f est stritement roissante

sur ]−∞,−1], stritement déroissante sur [−1, 1], stritement roissante sur [1,+∞[. En
utilisant les relations

f(−1) = 4 = −f(1), f(x) −→
x→+∞

+∞, f(x) −→
x→−∞

−∞

le tableau de variations donne les résultats i-après :

- si p < −4, l'équation (Ep) admet une unique solution réelle, qui appartient à ] −
∞,−1] ;

- si p ∈]−4, 4[, l'équation (Ep) admet trois solutions réelles : une dans ]−∞,−1[, une
dans ]− 1, 1[, une dans ]1,+∞[ ;

- si p > 4, l'équation (Ep) admet une unique solution réelle, qui appartient à [1,+∞[ ;
- si p = −4 ou p = 4, l'équation (Ep) possède deux solutions distintes.

Le graphe de la fontion f et le graphe des droites d'équation y = p pour p =
−7,−4, 0, 4, 7 permettent de visualiser e résultat.

Exerie 41 ((D,∗). Calul d'une raine arrée par la méthode de Newton). Soit a dans

R+∗
. La suite (un)n≥0 est dé�nie par son premier terme u0, élément de R+∗

et par la

relation de réurrene :

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(

un +
a

un

)

= fa(un)
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où la fontion fa est dé�nie par :

∀x ∈ R+∗, fa(x) =
1

2

(

x+
a

x

)

.

a) Étudier fa et en représenter le graphe.

b) Justi�er que la suite (un)n≥0 est bien dé�nie et à valeurs dans R+∗
.

) Montrer les inégalités :

∀x ∈ R+∗, fa(x) ≥
√
a,

∀x ∈ [
√
a,+∞[, fa(x) ≤ x.

En déduire que (un)n≥1 est déroissante.

d) Pour n dans N, on pose :

vn =
un −

√
a

un +
√
a
.

Montrer :

∀n ∈ N, vn+1 = vn
2.

e) Caluler vn en fontion de n (f exerie 3).

f) Montrer :

∀n ∈ N∗, 0 ≤ un −
√
a ≤

(

u1 +
√
a
)

(

u0 −
√
a

u0 +
√
a

)2n

.

Conlure que (un)n≥0 onverge vers

√
a.

g) On prend a = 2, u0 = 1. Représenter graphiquement la fontion f2 et les premiers

termes de la suite (un)n≥0. Érire l'inégalité de la question e) dans e as. Comment hoisir

n pour obtenir une valeur approhée à 10−5
près de

√
2 ? Faire les aluls orrespondants.

Remarque Méthode de Newton

L'algorithme préédent remonte à l'Antiquité (Héron). Il a été généralisé au dix-

septième sièle par Newton et Raphson en une méthode donnant des approximations

rapidement onvergentes des solutions d'une équation f(x) = 0. Dérivons-en brièvement

le prinipe. On se propose de aluler numériquement une raine ℓ de l'équation dont on

onnaît une première approximation. On onsidère une suite (xn)n≥0 véri�ant :

∀n ∈ N, xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

le point de départ x0 étant hoisi aussi près de ℓ que le permet l'estimation dont on dispose.

On montre que si x0 est assez près de ℓ, alors (xn)n≥0 onverge vers ℓ. La onvergene est

de plus très rapide. Dans l'exerie préédent, les questions f) et g) montrent que l'erreur

|un −
√
a| est majorée par une quantité de la forme

en = Ck2n
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ave C > 0 et k < 1. Ce type d'estimation vaut en fait pour toute fontion. Comme

en+1 =
en

2

C
,

on voit qu'à peu de hoses près, le nombre de déimales orretes double à haque étape

(� onvergene quadratique �). La preuve du résultat général est aessible en première

année d' ECS.

La méthode de Newton a été onsidérablement généralisée au vingtième sièle. Elle

garde une grande importane en analyse.

5.3.2 Démonstration d'inégalités

Une inégalité peut se traduire par la positivité d'une ertaine fontion f . L'étude de

f permet souvent d'aéder au signe de f via l'étude de ses variations.

Exemple (∗) Une inégalité souvent utile
Démontrons l'inégalité :

∀x ∈ R, ex ≥ x+ 1,

que vous aurez souvent l'oasion d'utiliser. On pose, pour x dans R :

f(x) = ex − x− 1.

L'inégalité proposée s'érit :

∀x ∈ R, f(x) ≥ 0.

Il s'agit don de déterminer le signe de f . La onnaissane des variations de f permet de

répondre à ette question. On a :

∀x ∈ R, f ′(x) = ex − 1.

Puisque exp est stritement roissante, f ′
est < 0 sur R−∗

, nulle en 0, > 0 sur R+∗
.

Par suite, f est stritement déroissante sur R−
, stritement roissante sur R+

. Elle est

don partout supérieure ou égale à f(0) = 0. C'est le résultat désiré. Interprétation de

l'inégalité établie : le graphe de la fontion exp est au-dessus de sa tangente au point

d'absisse 0.

La preuve préédente montre en outre que, pour x 6= 0 :

ex > x+ 1.

Une remarque pour onlure. Puisque la fontion ln est stritement roissante sur R+∗
,

on peut réérire l'inégalité préédente sous la forme :

∀x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) ≤ x,

ave égalité si et seulement si x = 0. Posant y = x+ 1, on obtient :

∀y ∈ R+∗, ln(y) ≤ y − 1

ave égalité si et seulement si y = 1. Interprétation géométrique : le graphe de la fontion

ln est au-dessous de sa tangente au point d'absisse 1.
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Exerie 42 ((F,∗). Une inégalité utile). Montrer l'inégalité :

∀x ∈ R+, sin x ≤ x.

Faire un dessin illustrant ette inégalité.

Exerie 43 (F). Soit n dans N∗
. Caluler le maximum de la fontion fn dé�nie sur R+

par :

∀x ∈ R+, fn(x) = xne−x.

Exerie 44 (F). Soit λ dans R+∗
. Déterminer le minimum de la fontion fλ dé�nie sur

R+∗
par

∀x ∈ R+∗, fλ(x) =
λx2

2
− ln(x).
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6 Calul des limites

6.1 Introdution et premiers exemples

L'analyse asymptotique a pour but de omparer les fontions au voisinage d'un point

de R ou de +∞. Elle joue un r�le essentiel dans beauoup d'appliations (par exemple

l'analyse d'algorithmes en informatique). Au ours des deux années d' ECS, vous étu-

dierez un ertain nombre de méthodes pour aborder e type de problème. On se limite

ii à quelques tehniques simples de alul des limites : méthodes diretes (opérations,

enadrement), utilisation du taux de variation, roissanes omparées usuelles, mise en

fateur du terme prépondérant, utilisation de la forme exponentielle.

Les exeries i-après utilisent uniquement des tehniques étudiées en Terminale (opé-

rations algébriques sur les limites, produit d'une fontion bornée par une fontion tendant

vers 0, enadrement).

Exerie 45 (F). Trouver la limite en +∞ des fontions suivantes :

a : x 7→ e−
√
x, b : x 7→ x+ 7

4x+ 3
, c : x 7→ x2 + 5

x3 − 1
, d : x 7→ sin(x)

x
,

e : x 7→ cos(x2) e−x, f : x 7→ ln(ln(x))

ln(x)
, g : x 7→ (2 + sin(x))x.

Exerie 46 (F). Trouver la limite en +∞ de :

x 7→ ⌊x⌋
x

.

Exerie 47 (I). Pour x ∈ R+∗
, soit :

f(x) = sin(1/x).

a) Traer sommairement le graphe de f . Quelle est la limite de f(x) lorsque x tend

vers +∞ ?

b) La fontion f a-t-elle une limite en 0 ?

) Quelle est la limite de xf(x) lorsque x tend vers 0 ?

6.2 Utilisation de taux d'aroissement

La dé�nition de la dérivée donne la relation :

f(x)− f(a)

x− a
−→
x→a

f ′(a).

A priori, lorsque x tend vers a,
f(x)− f(a)

x− a

est une forme indéterminée (numérateur et dénominateur tendent vers 0) ; la relation

préédente permet de lever l'indétermination. Exemples importants :
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ex − 1

x
−→
x→0

1,
sin(x)

x
−→
x→0

1.

Bien entendu, ette méthode est limitée et arti�ielle. L'étude des développements

limités vous fournira des outils généraux très e�aes pour régler e type de problème.

Exerie 48 (F). En utilisant la dérivation, trouver les limites suivantes :

-

cosx− 1

x
,

sin(5x)

x
,

ln(1 + 2x)

sin(4x)
lorsque x tend vers 0,

-

ln x

x− 1
lorsque x tend vers 1.

6.3 Mise en fateur du terme prépondérant

Pour déterminer la limite d'une forme indéterminée, une méthode essentielle est la

mise en fateur du terme prépondérant.

Exemples

1. (∗) Quotient de deux polyn�mes

Soient P et Q deux polyn�mes. Pour x dans R, on érit :

P (x) =

p
∑

i=0

aix
i, Q(x) =

q
∑

j=0

bjx
j .

On suppose ap et bq non nuls (a�n que P et Q soient de degrés respetifs p et q).
Déterminons la limite quand x tend vers +∞ de

F (x) =
P (x)

Q(x)
.

On fatorise par les termes prépondérants xp
et xq

. Il vient :

F (x) = xp−q ap +
ap−1

x
+ · · ·+ a0

xp

bq +
bq−1

x
+ · · ·+ b0

xq

.

On obtient

F (x) = xp−q U(x), ave : U(x) −→
x→+∞

ap
bq
.

La limite herhée est don :

- 0 si q > p,

-

ap
bq

=
ap
bp

si p = q,

- +∞ si p > q et

ap
bq

>0, −∞ si p > q et

ap
bq

< 0.

En résumé, la limite de F (x) quand x tend vers +∞ est elle du quotient

apx
p

bqxq

des termes prépondérants des polyn�mes.
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2. Déterminons la limite en +∞ de

f(x) =
x2 + x3 + 3 ln(x) + e−x

x4 + cosx− 1

en +∞. Le terme prépondérant du dénominateur d(x) est x4
, elui du numérateur

n(x) est x3
. On érit don :

d(x) = x4

(

1 +
cos x

x4
− 1

x4

)

= x4u(x)

où u(x) tend vers 1 quand x tend vers +∞. De même :

n(x) = x3

(

1 +
1

x
+

ln x

x2
+

e−x

x2

)

= x3v(x)

où v(x) tend vers 1 en +∞. Il vient

f(x) =
1

x

u(x)

v(x)
.

Ainsi f(x) est le produit de 1/x qui tend vers +∞ par u(x)/v(x) qui tend vers 1.
Au total :

f(x) −→
x→+∞

0.

Noter que la démonstration fournit un renseignement plus préis :

xf(x) −→
x→+∞

1.

Autrement dit, f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers +∞ � à peu près omme 1/x �.
La notion de fontions équivalentes permettra de donner un sens préis à ette

formulation un peu vague.

3. Soient α et β deux réels tels que

|β| < |α|,

A et B deux réels non nuls. Posons

un = Aαn +Bβn.

Pour n tel que un 6= 0, on a :

un+1

un
= α

A+B
(

β
α

)n+1

A+B
(

β
α

)n

Le réel γ = β/α est de valeur absolue stritement inférieure à 1. La suite (γn)n≥0

tend don vers 0. On en déduit :

un+1

un
−→

n→+∞
α.

On notera que pour la suite de Fibonai (Fn)n≥0, on a :

Fn+1

Fn
−→

n→+∞

1 +
√
5

2
.
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Exerie 49 (F). Trouver la limite en +∞ de

f(x) =
50x+ x ln x

x ln(x) + 3
, g(x) =

e−x +
√
x+ ex + cos x

x20 + 2x2013
, h(x) =

ex − 1

x6 + 2ex + ex/2
,

i(x) =
ln(1 + x)

ln(x)
, j(x) = exp

(

−3
√
x+ x− ln(x2 + 1) + cos(x)

)

,

k(x) =
√
x
(√

x+ 1−
√
x
)

.
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7 Intégration

7.1 Rappels

L'intégration a été introduite en lasse de Terminale. Le alul des intégrales est limité,

à e niveau, à elui des primitives. Il est essentiel de onnaître les points suivants.

- Le lien entre dérivation et intégration, 'est-à-dire le fait que si f est une fontion

ontinue sur I et a un point de I, alors la fontion

x 7→
∫ x

a

f(t) dt

est dérivable sur I de dérivée f .

- Les primitives usuelles. À la liste vue en Terminale (polyn�mes, exp, cos, sin)
s'ajoutent les fontions puissanes non entières : pour α réel di�érent de −1, les primitives

de

x 7→ xα

sur R+∗
sont les fontions de la forme

x 7→ xα+1

α + 1
+ C, C ∈ R.

Le as α = −1 est vraiment spéi�que : les primitives de

x 7→ 1

x

sur R+∗
sont les

x 7→ ln(x) + C, C ∈ R.

- La linéarité de l'intégrale, 'est-à-dire les relations d'usage onstant :

∫ b

a

(f(t) + g(t)) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ b

a

g(t) dt ;

∫ b

a

λf(t) dt = λ

∫ b

a

f(t) dt.

- La possibilité d'intégrer les inégalités, 'est-à-dire, si a < b, l'impliation :

∀t ∈ [a, b], f(t) ≤ g(t) ⇒
∫ b

a

f(t) dt ≤
∫ b

a

g(t) dt.

Cas partiulier souvent utile : la forme intégrale de l'inégalité triangulaire, 'est-à-dire

la majoration

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

|f(t)| dt,

que l'on obtient en intégrant l'enadrement

∀t ∈ [a, b], −|f(t)| ≤ f(t) ≤ |f(t)|.
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Exerie 50 (F). Caluler les primitives des fontions suivantes :

1. x ∈ R 7→ cos(3x) + 2 sin(5x),

2. x ∈ R 7→ 6 e−4x,

3. x ∈ R 7→ ex ee
x

,

4. x ∈]1,+∞[ 7→ (ln(x))α

x
, où α ∈ R.

Exerie 51 (F). En utilisant les relations obtenues dans l'exemple 2 du paragraphe 2.3

et dans l'exerie 31, aluler :

I =

∫ 3

1

dt

t(t + 1)
, J =

∫ 5

2

dt

t(t+ 1)(t+ 2)
.

Exerie 52 (F). Pour p et q dans N∗
, aluler :

∫ 2π

0

cos(pt) cos(qt) dt ,

∫ 2π

0

sin(pt) sin(qt) dt.

Exerie 53 (I). a) Soit pour x dans ]0,+∞[ :

G(x) =

∫ 2x

x

sin t

t
dt.

Caluler la dérivée de G. On pourra poser :

F (x) =

∫ x

1

sin t

t
dt

et exprimer G en fontion de F .

b) Soient f une fontion ontinue de R dans R, u et v deux fontions dérivables de R

dans R. Caluler la dérivée de la fontion G dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, G(x) =

∫ v(x)

u(x)

f(t) dt.

7.2 L'intégration par parties

La tehnique dite d'intégration par parties est une onséquene simple du lien entre

primitive et intégrale et de la formule donnant la dérivation d'un produit. Elle est don

aessible en lasse de Terminale. Elle ne �gure pas dans les attendus du programme o�iel

mais enrihit onsidérablement les possibilités de alul. Avant de l'énoner, introduisons

une notation. Si w est une fontion dé�nie sur I, on pose :

w(b)− w(a) = [w(t)]ba .

Théorème 2 (Intégration par parties). Soient u et v deux fontions dé�nies sur un

intervalle I de R, dérivables sur I, à dérivées ontinues, a et b deux points de I. Alors :

(2)

∫ b

a

u(t) v′(t) dt = [u(t) v(t)]ba −
∫ b

a

u′(t) v(t) dt.
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Preuve. On sait que :

(uv)′ = uv′ + u′v.

On a don :

(1)

∫ b

a

(u(t) v′(t) + u′(t) v(t)) dt = u(b) v(b)− u(a) v(a).

La formule désirée se déduit aisément de e alul et de la linéarité de l'intégrale.

Quel est l'intérêt de la formule d'intégration par parties ? Le rohet [u(t)v(t)]ba se

alule immédiatement. Dès que le alul des primitives de u′v est plus simple que elui

des primitives de uv′, la formule (2) apporte un gain.

Exemples

1. Soit x dans R. Calulons
∫ x

0

t cos(t) dt.

Le point important est que

u : t 7→ t

se dérive en la fontion onstante égale à 1 alors que cos se primitive en sin. Posant
v = sin, le produit u′v = sin s'intègre don immédiatement, ontrairement à la

fontion initiale uv′. En appliquant la formule préédente, il vient :

∫ x

0

u(t) v′(t) dt = [t sin t]x0 −
∫ x

0

sin t dt.

On a :

[t sin t]x0 = x sin(x),

∫ x

0

sin t dt = [− cos t]x0 = − cosx+ 1.

Au total :

∫ x

0

t cos(t) dt = x sin x+ cosx− 1.

2. (∗) Primitives de ln

Soit x dans R+∗
. Calulons :

∫ x

1

ln(t) dt.

On pose ii, pour t dans R+∗
:

u(t) = ln(t), v(t) = t.

Il vient :

u′(t) =
1

t
, v′(t) = 1.

Le produit u′v est la fontion onstante égale à 1. L'intégration par parties donne :

∫ x

1

ln(t) dt = [t ln(t)]x1 −
∫ x

1

dt = x ln(x)− x+ 1.
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Conséquene : la fontion

x ∈ R+∗ 7→ x ln(x)− x

est l'unique primitive de ln dé�nie sur R+∗
et prenant la valeur −1 en x = 1 ; les

primitives de ln sur e même intervalle sont les

x 7−→ x ln(x)− x+ C, C ∈ R.

Exerie 54 (F). Caluler :

∫ x

0

t2 sin(t) dt.

Plus généralement, donner une méthode permettant de aluler les primitives de fon-

tions de la forme x 7→ p(x) sin(x) ou x 7→ p(x) cos(x) où p est un polyn�me.

Exerie 55 (F). Caluler :

∫ x

0

t et dt,

∫ x

0

t2 et dt.

Plus généralement, donner une méthode permettant de aluler les primitives de fon-

tions de la forme x 7→ p(x) ex où p est un polyn�me.

Exerie 56 (I). Caluler, si a et b sont deux réels non nuls et x un réel :

f(x) =

∫ x

0

eat cos(bt) dt.

On intègrera suessivement deux fois par parties.
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8 Réponses ou indiations

1. L'hérédité vient de la relation :

n2(n+ 1)2

4
+ (n + 1)3 =

(n+ 1)2

4

(

n2 + 4n+ 4
)

=
(n + 1)2(n+ 2)2

4
.

2. Pour tout n de N, un = u0
(2n)

.

3. ) Si n est dans N :

vn+1 = un+1 − ℓ = (aun + b)− (aℓ+ b) = a (un − ℓ) = avn.

d) Pour n dans N :

un = ℓ+ an (u0 − ℓ) .

Si u0 = ℓ, la suite (un)n≥0 est onstante. Sinon, elle onverge vers ℓ pour |a| < 1, est
non bornée don non onvergente si |a| > 1. Pour a = −1, (u2n)n≥0 et (u2n+1)n≥0 sont

onstantes assoiées à des valeurs di�érentes, (un)n≥0 diverge.

4. Pour n dans N∗
et x dans R, soit f [n] = f ◦ f · · · ◦ f (n itérations). Alors :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R, f [n](x) =
x√

1 + ncx2
.

6. Pour tout n dans N, un = 2n.

7. L'égalité

ln 2

ln 3
=

p

q
entraîne 2q = 3p. Contradition ar le premier membre est pair,

le seond impair (ou à ause de l'uniité de déomposition d'un entier naturel non nul en

produit de fateurs premiers).

8. La réponse est n2
.

9. On a Sn =
1− rn+1

1− r
et, puisque |r| < 1, rn+1 −→

n→+∞
0.

10. Soit Ak l'événement : � on obtient pour la première fois un 6 au k-ième laner �.

On a :

P (Ak) =
1

6

(

5

6

)k−1

.

La probabilité d'obtenir un 6 avant le n-ième laner est don

1

6

n
∑

k=1

(

5

6

)k−1

= 1−
(

5

6

)n

.

Cette probabilité tend vers 1 lorsque n tend vers +∞, e qui est onforme à l'intuition.

11. On a :

un+1 − un =
1

2n+ 2
+

1

2n + 1
− 1

n
.
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Comme 1/(2n+2) et 1/(2n+1) sont tous deux majorés par 1/2n, la quantité préédente
est négative et (un)n≥1 est déroissante.

13. En dérivant la relation :

n
∑

k=0

xk =
1− xn+1

1− x
,

il vient :

n
∑

k=0

kxk−1 =
1− (n + 1)xn + nxn+1

(1− x)2
.

Il reste à multiplier par x.

Pour |x| < 1, ette quantité tend vers

1

(1− x)2
.

14. Reprenons les notations de l'exerie 11. L'espérane de X est

E(X) =
n
∑

k=1

k
1

6

(

5

6

)k−1

On obtient une expression sans symbole

∑

en substituant 5/6 à x dans l'exerie préé-

dent. La limite en +∞ est 6, e qui est intuitif.

15. a) On utilise :

ln

(

1 +
1

k

)

= ln(k + 1)− ln(k).

Le résultat est ln(n + 1)− ln(2). La limite est +∞.

b) On utilise :

ln

(

1− 1

k2

)

= ln

(

(k + 1)(k − 1)

k2

)

= ln(k + 1) + ln(k − 1)− 2 ln(k)

= ln(k + 1)− ln(k)− (ln(k)− ln(k − 1)) .

Le résultat est :

ln(n+ 1)− ln(2)− (ln(n)− ln(1)) = − ln 2 + ln

(

n+ 1

n

)

.

La limite est − ln(2).

16. On véri�e que le triplet

(a, b, c) =

(

1

2
,−1,

1

2

)

onvient (pour le voir, tout réduire au même dénominateur.
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La somme proposée n'est autre que :

1

2

n
∑

k=1

(

1

k
− 1

k + 1

)

−
(

1

k + 1
− 1

k + 2

)

,

'est-à-dire

1

2

((

1− 1

n+ 1

)

−
(

1

2
− 1

n+ 2

))

=
1

4
− 1

2(n+ 1)
− 1

2(n+ 2)
.

La limite est

1

4
.

18.a) On a : An = 4αn
où :

αn =

n
∑

k=1

(k2 + 1) =
n(2n2 + 3n + 7)

6
.

b) On a : Bn =
n + 4

3
.

19. On a :

Cn =
n
∏

k=1

k − 1

k
.
k + 1

k
=

n
∏

k=2

k − 1

k
×

n
∏

k=2

k + 1

k
=

1

n
× n + 1

2
=

n+ 1

2n
.

La limite de (Cn)n≥2 est
1

2
.

20. Le résultat est (n+ 1)!− 1.

21. On a :

cos
( π

12

)

=

√
6 +

√
2

4
, sin

( π

12

)

=

√
6−

√
2

4
.

22. En utilisant :

√
2

2
= cos

(π

4

)

= 2 cos
(π

8

)2

− 1, cos
(π

8

)

> 0,

il vient :

cos
(π

8

)

=

√

2 +
√
2

2
.

23. On a :

∀x ∈ R, cos(3x) = 4 cos(x)3 − 3 cos(x).

24. a) La réponse est

−4− 19i

29
.

b) La réponse est −2− 2i.

25. a) On a :

z =
−4

1 + i
√
3
= −1 + i

√
3 = 2 exp

(

2iπ

3

)

.
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b) La forme trigonométrique montre que z3 = 8.

26. Les solutions sont

−5 + 12i, −5− 12i.

27. Les raines arrées de i dans C sont

√
2 +

√
2i

2
= exp

(

i
π

4

)

et : −
√
2 +

√
2i

2
= exp

(

i
5π

4

)

.

28. L'expression est dé�nie si et seulement si x ≥ 0. Pour x ≥ 0, on a

f(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ [0, 1[∪[
√
3, 6].

29. a) Le réel x2
dérit R+

. Le réel x3
dérit [−8,+∞[. (Noter que la fontion x 7→ x2

est

roissante sur R+
, déroissante sur R−

, alors que x 7→ x3
est roissante sur R).

b) Le réel 1/x dérit ] − ∞,−1/4[∪[1/5,+∞[. (Noter que la fontion x 7→ 1/x est

déroissante sur haun des intervalles R−∗
et R+∗

).

) Le réel x + y dérit R+∗
. Les réels xy et x/y dérivent R. (Faire attention aux

signes).

d) Le réel x+ y dérit ]− 2,+∞]. Le réel xy dérit [−6,+∞[. Le réel x/y dérit R.

30. Il su�t d'érire :

a2 + b2 − 2ab = (a− b)2.

31. Notons x et y = p− x les longueurs des �tés. L'aire du retangle est

x (p− x) ,

maximale lorsque x = p/2 d'après le ommentaire préédant l'exerie, 'est-à-dire lorsque

le retangle est un arré.

32. Quitte à éhanger a et b, on peut supposer a ≥ b. Puisque les deux membres sont

≥ 0, l'inégalité proposée équivaut à :

(√
a−

√
b
)2

≤ a− b,

'est-à-dire à :

a + b− 2
√
ab ≤ a− b, i.e. 2b ≤ 2

√
ab,

e qui est vrai puisque a ≥ b.

33. a) On a f(x) ≥ 0 si et seulement si x ∈ [3/2, 2].

b) On a g(x) ≥ 0 si et seulement si x ∈ [4/3, 2]. (Disuter trois as selon les signes de

x− 1 et 2x− 3).

) On a h(x) ≥ 0 si et seulement si x ≥ 1.

34. Si m ∈] − 2, 2[, pm n'admet auune raine réelle. Si m ∈] − ∞, 2[∪]2,+∞[, pm
admet deux raines réelles. Si m vaut 2 ou −2, pm a une raine réelle double.

35. On a

x3 − x = a3 − a ⇐⇒ (x− a) (x2 + ax+ a2 − 1) = 0.
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Le trin�me x2 + ax+ a2 − 1 a pour disriminant

4− 3a2.

Le nombre de raines du trin�me est don 0, 1, ou 2 selon que |a| est stritement supérieur,

égal, ou stritement inférieur à 2/
√
3.

D'autre part, a est raine du trin�me si et seulement si a2 = 1/3, 'est-à-dire a =
±
√

1/3.

Ainsi , si |a| >
√
3/2, l'équation admet a pour seule raine. Si a = ±2/

√
3 ou a =

±1/
√
3, l'équation admet deux raines dans R. Dans les autres as, l'équation admet trois

raines.

36. On a :

x1
2 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 =

b2

a2
− 2

c

a
.

38. Les ensembles de dé�nition sont laissés au leteur. Les expressions des dérivées

sont données par les formules suivantes (sur des ensembles à préiser).

a′(x) = 3x2 cos(5x+ 1)− 15x3 sin(5x+ 1), b′(x) = − sin x ecos x, c′(x) = ln(x) + 1,

d′(x) =
ex

ex + 1
, e′(x) = (3x2 + 4x+ 3)ex

3+2x2+3x+4, f ′(x) =
2x+ 1

2
√
x2 + x+ 1

e
√
x2+x+1,

g′(x) =
ex + cos(2x)

ex + sin x
, h′(x) =

1− x2

(x2 − 1)2
, i′(x) =

−2(x2 − 2) sin(2x)− 2x cosx

(x2 − 2)2
,

j′(x) =
−2 sin(2x)

cos(2x)
= −2 tan(2x), k′(x) =

sin x− x cosx

(sin x)2
, ℓ′(x) =

1√
1− x2

,

m′(x) =
1

x2 − 1
, (utiliser ln(

√
u) = 1

2
ln(u)).

39. La tangente au point d'absisse

x1 + x2

2
a pour pente

2a
x1 + x2

2
= a (x1 + x2) .

La orde joignant les points d'absisses x1 et x2 du graphe a pour pente :

y2 − y1
x2 − x1

= a (x1 + x2) .

Les pentes sont égales, les tangentes sont parallèles.

40. a) La tangente au graphe au point d'absisse x0 a pour équation :

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Elle oupe l'axe (Ox) au point (x1, 0), x1 étant déterminé par :

−f(x0) = f ′(x0)(x1 − x0),
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soit enore :

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

41. a) Il su�t de remarquer que :

∀x ∈ R+∗, fa(x) ∈ R+∗.

b) D'abord, pour x > 0 :

fa(x)−
√
a =

1

2

(√
x−

√
a√
x

)2

≥ 0.

Ensuite, pour x ≥ √
a,

fa(x)− x =
1

2x

(

a− x2
)

≤ 0.

d) On a don, pour n dans N∗
:

un −
√
a

un +
√
a
=

(

u0 −
√
a

u0 +
√
a

)2n

.

Pour n dans N∗
, 2n est pair, d'où :

(

u0 −
√
a

u0 +
√
a

)2n

≥ 0.

On a d'autre part, grâe à la roissane de (un)n≥1, la majoration :

∀n ∈ N∗, un ≤ u1.

L'inégalité demandée s'en déduit.

42. Étudier

x 7−→ sin(x)− x.

Le graphe est au-dessous de sa tangente en 0.

43. On a, pour x dans R+
:

f ′
n(x) = e−xxn−1 (n− x) .

La fontion fn est roissante sur [0, n], déroissante sur [n,+∞]. Elle atteint son maximum

en n et e maximum vaut (n/e)n.

44. Le minimum est atteint pour x = 1/
√
λ et vaut

1

2
(1 + ln(λ)) .

45. Dans l'ordre, les réponses sont 0, 1/4, 0, 0 (produit d'une fontion bornée et d'une

fontion tendant vers 0), 0 (même argument que le préédent), 0 (poser y = ln(x) et noter
que y tend vers +∞ ave x), +∞ (minorer 2 + sin x par 1).
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46. La réponse est 1 (grâe à l'enadrement

x− 1

x
<

⌊x⌋
x

≤ 1

et au théorème des gendarmes).

47. a) La limite de f en +∞ est 0 (ar 1/x tend vers 0 lorsque x tend vers +∞ et

sin(y) tend vers 0 lorsque y tend vers 0).

b) La fontion f n'a pas de limite en 0. On peut le justi�er en notant, pour n dans

N∗
, xn = 1/nπ et en remarquant que (xn)n≥1 tend vers 0 alors que

∀n ∈ N∗, f(xn) = (−1)n,

e qui montre que la suite (f(xn))n≥1 n'a pas de limite en +∞.

Il est reommandé de traer le graphe de f .

) Le produit d'une fontion bornée (ii x 7→ sin(1/x)) et d'une fontion tendant vers

0 (ii x 7→ x) tend vers 0.

48. Les réponses sont 0, 5, 1/2, 1. Pour la troisième, on utilise les relations :

ln(1 + 2x)

x
−→
x→0

2,
sin(4x)

x
−→
x→0

4.

49. Les réponses sont :

- 1 (fatoriser le terme prépondérant x ln(x) dans le numérateur et le dénominateur) ;

- +∞ (fatoriser le terme prépondérant ex dans le numérateur, le terme prépondérant

x2013
dans le dénominateur) ;

- 1/2 (fatoriser le terme prépondérant ex dans le numérateur et le dénominateur) ;

- 1 (fatoriser le terme prépondérant ln(x) dans le numérateur et le dénominateur) ;

- +∞ (fatoriser le terme prépondérant x dans ln(j(x))) ;

-

1
2
(utiliser la quantité onjuguée puis fatoriser par

√
x).

50. Les trois premières réponses sont :

x 7→ sin(3x)

3
− 2 cos(5x)

5
+ C, x 7→ −3e−4x

2
+ C, x 7→ ee

x

+ C.

Pour la dernière, il faut disuter. Pour α = −1, les primitives sont les

x 7−→ ln(ln(x)) + C.

Pour α 6= −1, e sont les

x 7−→ (lnx)α+1

α + 1
+ C.

51. Réponses : ln(3/2), 1
2
ln(35/32).

52. Les deux intégrales sont nulles. Montrons le pour la première. On érit :

cos(pt) cos(qt) =
1

2
(cos((p+ q)t) + cos((p− q)t)) .
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On intégre ette égalité sur [0, 2π] et on utilise la relation :

∀n ∈ N∗,

∫ 2π

0

cos(nt) dt =

[

sin(nt)

n

]2π

0

= 0.

53. a) On érit :

∀x > 0, G(x) = F (2x)− F (x),

puis

∀x > 0, G′(x) = 2F ′(2x)− F ′(x) =
sin(2x)

x
− sin(x)

x
=

sin(2x)− sin(x)

x
.

b) On généralise le alul préédent. Il vient

∀x ∈ R, G′(x) = v′(x)f(v(x))− u′(x)f(u(x)).

54. Pour un polyn�me réel p, on a :

∫ x

0

p(t) sin(t) dt = [−p(t) cos(t)]x0 +

∫ x

0

p′(t) cos(t) dt.

Si p est de degré d, p′ est de degré d − 1. On peut don aluler l'intégrale en e�etuant

d intégrations par parties onséutives.

56. On intègre une première fois par parties :

f(x) =

[

1

b
eat sin(bt)

]x

0

−
∫ x

0

a

b
eat sin(bt) dt =

eax sin(bx)

b
−
∫ x

0

a

b
eat sin(bt) dt.

On intègre une seonde fois par parties :

∫ x

0

eat sin(bt) dt =

[

eat
− cos(bt)

b

]x

0

+

∫ x

0

a

b
eat cos(bt) dt.

En utilisant e alul, on obtient la valeur de

(

1 +
a2

b2

)

f(x)

à l'aide des deux rohets.
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